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` (DIFFERENTIAL EQUATIONS) 


ایك۔اشیتاق جو اپۓ دماغ مس بغیر معین مسئله کے جانے ہوئے اسر حل کرنے کے طریقر 
کہ ایشا کرتا ہے وہ زیادہ تر پریشانی کی تلاش میں ربتا ہے۔ ڈی.ہلیرٹ 


(Introduction) تارف‎ 


گیا رتو ہیں جما عت اورا کاب کے پا نچ بین باب ٹیہ تم نے اس پر بج کیا سے 
کس رع ایک تفا لک ایک خی رجائع متخ کو ور رکفت ہو ےر گربلگ 
»ایک دیب مو تال رکا ا کت ریف کے علاقہ یس رای :دیس طرح 
() کر معو م کیا ہا تا ے۔ ای کے۲ ےل احصا سک باب تال نے ہے بح کی 
1۳۹ لس رع ای فان رک ومعلو مکنا ے۔ س کان تال چ سے اورک 





ضاباز یط رح یککھا ہا کا ے: تتھ 6 بت 7 
ایک دہے ہو ھال ع کے لیے ء ایک اکل م معلوم یت اک جریا دہ (Henri‏ 
0 ۳ 
y= f )×(‏ »ال ()ع8 = ۱ (1854-1912) 


(1) کرک مسماوا تکوفرقی مساوا کے ں یل با ر ہار بف بعد بیس دی جا ۓگیا۔ 
ال طرح استعا لکی مساوا تک ہی یل مون ہیں ء کے طبیوات می ج تیات> بشریات ۶ غیات٭ 
معاشیات وغیرہ۔اس لے تفر مسماوانوں کے بے انا مطالعہ نے چر پرا ی معلومات میں اک ابی تکو چا ر چ نرک 
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هب 

اس باب میں »مغر مسماواتوں سے لت عل پنیا ری‌تضورو ں کا مطا کر عیفر مساوات کے مام اور 
اقفر مساو تک بل ت تیب اور پیل دج یتفر مادا تک لک کے بیط ہے اور مادا تڑں کے 
لف خطوں میں پراستعال_ 
9.2 یاد یلصو رات (Basic Concepts)‏ 


تم یذ کرک مساواتوال تهاقف بل : 


0 - 3۔ ر3 ٹڈ دو[ 
COS xX = 0‏ +4 ہبہ ە 2ص2 
O x Fy 2۷‏ )3( 


م یل سادا ت ورب 


dy 
۲ 6 <رر دت ز‎ 0 
7 Ox 


م د کے ںکہ(ن0ء(2) اور( 3 ساواتڑں ین رتا ع/ با صرف ماع خر( قیروں ) موجور یں کن صاوات(4) 
میں سن راورساتھ بی تقایل اتتا دض رو کا یرتا یع > کے اتور تون موجود سے امن طر کی مادا یلوط رق مساوات 
تس 


0 


e 
مم‎ ** ¢ 


عامطور یریک اوا ت جس میں جائع رک ن موث ےرتا رکو رظ رر کے مو ے ای ری مساوات 
کہلا ف ے۔ 


6 


e 
مه ** وھ‎ 


ایی ترق مادا ت ی تن مرف ای خی جالع رد رک ہت ےلوٹ ہوایک مام تر 
ساواتآبلا ے مشا ل کے طور بر 


dy 3‏ دن موه 
0 = )2+ 2 2 پیا عا مرن مماوات ے (Seis‏ 


الک ای رح کی کی ترق موا س ہیں ن بیس ایک سے زیادہ خی رجائع تفیرول کے تن اورت ہیں ان 
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رزوی تفر مساوا س کے ہی کین ال مقا م یساس ےآ پکو عا فرق مساواتال کے م طاح تک یرود رکنا ہوگا۔ 
اب ال کے معا مغر مساواتؤں کے لیے تفر مساوات کا نی تال ریس 


2 ایی تیب تن ے .بت سڈ یشو لک تما ل کر نایغای کہا عت موگاء ای تم ۷ تیب 


شتق سے لے لگ علامت ,ہد ااستعا لکرریں گے۔ 





9.2.1 ایک ماو بت 1۹ مب (Order of a differentialéquation)‏ 
ایی تفر ق ماو تک تر تی بکوائس ط رع بیا نکیا چا تائ تک یلع ری وہ مم تیب ہے وکوک موی مساوات یں 
لوت غی رع ر رظ ر ر کت ہو ے سے۔ 

درن و فرق مساوات کور کے 











dy 
6 e و‎ 
(6) ۳3 
بر8‎ 
7 RE. -( - )( 
(7) 7 
3 
8 ) ات ۳ وپ8‎ -_ 
و‎ ٥0 رہ‎ 2 


سیاوات (6)؟(7) اور (8) س 2 بل دوسرے او رتیسرے درج تم شقن شا یب ا لے 
اال ا 1 »2 اور ول - 
22 ایک ن صیاوا تک دج (Degree of a differential equation)‏ 
اہک ترق ماوات کے در کا مطال کر نے کے لیے ام فقطہ بی ےک نف کی مصساوا تشن ین ای کک کی مون جا ہے 
LE‏ ا 
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dy‏ ره )ر ر 





e س9‎ +p = )( 
(9) مم‎ +۹) ۶۲ 
2 2| 

0( - ہے | گے ہت 0 
۰ .یی یی 0 
۵ . بل 

0 = | س ا0 ریو ےہ مس 
E) dx dx‏ 


تم مفاہد ہکرت ہی ںکہمماوات(9)ء > مل اور ۳ ںای کٹ ررق ہے مسادات(10) ۷ می ںای کر 
ریا سب( اک و یش ای کک ررفی )۔ ای طر کی صاواقول کے درج بیان کے جا کے بل کن ادات (۰)۱1 بش 
ایک کش ر ری ناوات نیش ے اوراس طر کی تفر ق ساو اتو ںکی وکر یکو ہیا نک کیا ہا کت _ 

ایک تفر ساوا تکی ڈگ ری سے ج بک تن می سک ر ری ےہ مارا مطلب ے مم طافت (ش گم طافت ) 
وی ہوئ ینف رٹی ساوات ین ن ی تیب - 

من رج پالال ریف کےا کے ے: ررمشابد کیا ا 4 رق مماواقیل(6)ء(7)ء(8)اور(9) ما کک درج اک 
سب»صاوات(۱0)دودرجگ ے ج بک سادا ت(11) کا درج ہیا نک ںگیاگیا ے_ 


ایک نر سادا تک تر شب ہضاقت جج ڪرو وت ے( ریا نگیاگیا ہو )_ 





ال 1: چرایک ذی لتنفڈرٹی مساوا تک تیب اوردیچ رمحرف بو معلوم کے _ 
dy dy‏ آ2 dy‏ 
60 00ھ8٥0‏ ۔- ےہ تم ران روب ۱ ھ ھت 
û) 4 9‏ ر و کے ود 
مك 0= +e”‏ ”ر + ”ر 
مهم هه ۳ dy ans‏ ۳ سك 
0 موجودونفڈرقی مساوات می ںیم تیب ولا تن سر ج ای لیے ا سک تیب ایک ہے۔ یہ ول بی ای کک نی 
7 .8 60 :۰ 
مساوات ےاور م طاقت تک لیے کے لیے ایک ہے اس ےا کا درج ایک ے۔ 
بر8 dy‏ 


کے ٦‏ شی TF‏ 00 
(0 دی ہو ترق مساوات میں شی رتہب والامششن کے ہے اس ےا سک قحب دزد اور گے میں 
dx qx * % © ۲ dx 7‏ 
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چک نج ایک ے انس لیے ا ںکادرج ایک ے۔ 





ای کک رای مماوات ے اور ٢‏ 


(ززن) ترک مساوات اس "ار ود ابس ۳ ےا ےن ش‌ری مول 
ترق مماوات ای کٹ ر ری مسماوا تلاو رال ےا لکا درجہ با نک لک ایا ے۔ 


من ۱ :۱0 بیس دی مو تفر مماوانو ںی تیب اوردرج ( رمع رف ے ) معلوم کے _ 


0= که 6+ 890 و 520+ ہج 0 = sin")‏ 4 .1 
رد CAC 3 + sin‏ 5 "وع سب | | 4 
سك dx dx‏ 
NW ۳2 + =0‏ 0= °+ )+ 7+ 7( .6 
y= 0‏ مہ+ +2y‏ پر 10 0= بر2و+ثٹرئ)+ظر و کے س پر+ کر چ 
11 ترق سات 0= ۱+( )+ )4 ( ج )کے 
dx dx‏ 9 ۱ 
)4( 3 هه 2 0©( 1 () رتشاب 
12 فرق مماوات 0 جرد 1-2 +2 ک عب ہے 
)4( 2 رف ۱ 0) 0 () حرف کب 


3 ای نف ری مساوات ما ماورتصو ی کل 


(Genérahand Particular Solutions of a Differential Equation) 


لی اتلد تم نے فب ل کی ما اقلا کیا 
0- 1+ مر TT‏ 


0ے خر sin” xX — COS‏ موس نمی[ 2] 
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(1 )اور (2) مسماواتوں کے شی با مت اعداد ہیں ء جوری بو مساوالو لکوت یکر وی کے تن ء جب ال عرواو 
الوم × کی بل دیا جا ےو 1..71.8 1.1.3 کے رواک 


مه هه 2 ۰ 
اب تفر سادات 0= ر + پو ری Fem‏ 
* 
ات ےنیس ات تال 0 سے چوک اس سن یکرو دام :ج اشن 0 
کی نا علوم و کے یه( بل تیر )دی موی سا وات میں قائم ما یکا جات ۓےگی ...1.11.1 کے باب وجا هک 
می (٭)ھ - پر کووی ہوئی مسا وا تک کل( حم رن )کہا جا ہے نفائل و رت ج وکا ی ےد اگیا سے 
y= Q(x) =a sIn(x +b)‏ 
جہاں ٤۸‏ ط ,ہہ - جب فا اور ای کے تن کی اوا تک (3) یں تمدق یل عبر L.H.S=R.H.S‏ 
ہے۔ ال طر یرل صاوات(3) کالب 
ان ےو ادزم کون تی رر 2 < اور b=‏ دی اگئی ہیں یں ایک تال حاصل ہوتاے۔ 


Esen y =0 0= 2+) 


جب اس تال اوراس کے ت نکومسماوات(3) س رکھاجا تا اذ بردو ہار ہ1.1.8=۸.18.8ے۔ اس لچ ۵ 
بھی مسادات(3) کل 

فشن 0 روا ریستقلول ( برا مھطرز )رہہ طق ے اور ییدیی موی ترق مساوا تک عا مک لکہلا نا ے۔ ج بک 
تشن ,9 سکوئی اخزیاری تقل مو جود ےکن صرف پیر مبخرزم اورم کی اس قر بل اوراس لیے یدک مول 
مساوا تک خا کل ہلا تسب - 

وس میں اف ریس موجود ہی ںتفذرتی مہا وا تکاعا مکل ( ابت زا یگل )ہلا سے۔ 

افتاری"ستقلول ے٦‏ زارکل می ات ری سلو کو اص ر ہی و کے سے ج وکل محاصصل مو »دی موی 
مساوا ت کا خا ابلا تا ے_ 
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ال قران تشن هرق ساوات 0-بر6- + 4 کچ 
عل: =٥‏ ر وی ہواشنکشن ہے ب کی متا ہت سے مسا وا تکا دووںطر ضف تفر نکر نے یں حواصل ہوتا سے 


dy -3۶ 
090 ےہ‎ - -3(6 
(1) 


اب(1) کاتفرقند لامناسبت نے پہہ مار ے اس سے 


پر0 
dx‏ 


دی ول کیٹ س رج ی ك اودر کیت ر ہی رک ہیں حاصل موتا ہے 
- 0 - ۶۶مو- ۶+۶ وو - ۶٣ء‏ م - 37ے + ۳ وو L.H.S.=‏ 


ال لے واوا تھ کل دی مون ساوات کال 


- 9e -37 





2 


ال 3: صر ں ےکر ۱ 1 d‏ 
شال 3: هراق سی ےک شال × طزوه +× دمهه = ر چہاں 21 0 ,ه »ری ہوٹی ساوات ت 0 س ۳ 


dx 2 
رے۔‎ 


/ 


3 وی واش گل ے 


x + 2‏ ۸605 = پر یا 
سیاوات(1) کا :د مسبت ےکا میا پی کے اتخ دونو ں طرف تفر کر نے ہیی اکل موتا سے 


71 ۱ 
پ-- ضا‎ 9110 x + ۴ 
dx 





۱ ر42[ 
x‏ 0052-10 - = 
qx‏ 


وی ہوٹیتفرثی مساوات شش مک اور کیت ری رک بل اسل ہوتا سے 


L.H.S.= (-acos ×- bsin x) + (acosx + bsinx)= 0= ۰۰ 


اس لیے دی وات کل وی موی مساوا تکائل ے۔ 
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ہرایگ سوال 101 صر 5 س ےک دموا نا کی( or implicit‏ 11011 


0 س پر 
220 
y'+sin xX=0‏ 


ا ۴ 


× +1 ا 





2۲ = پر‎ (x#0) 


اور (- > × )۷ <>× #0 (x‏ ر = + ر = رود 


2 


کی سر 
xy‏ - 1 





(xy #1)‏ 
y‏ = رز J+ xX)‏ ومع + ۲ (ysin‏ 
راع یر + ابر ر 


38 
(0 ۶ ) 0> کر + 


1+ ےس دس ز 
2+60 + بر < بز 
6 +7 6095 - بر 
yJ = ۰/1 +‏ 

۲ < 4 

y= 251۳ xX 
xy = log + 
۲-605  < 
x+y = tan jy 


y va” - x” x €(-û,a) 


1۔ چوک تت بک ای تفر مساوات کے عا مکل می اخقیاری ستقلو نکی اخ را ے 


(O) 3 (D) 4 


(A) 0 (B) 2 


2 تسر ی تریب ی ای ترق مماوات کے خا کل میں اعا ر یسلو کی نو رار سے 


(CF 1 (D) 0 


9.4 ایی تفر مماوا ت کیل کا عا مکل وی موا ے 


(A) 3 (B) 2 


ep‏ کان کے طا نر ادا تک ال 


1. 


2 


10. 


(Formation of a Differential Equation whose General Solution is given) 


تم جات ول کرصادات 
2-450 ر ور 
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ایک وار :کو ظا ہرکرکی ےج س کا مرک (2, 1 اورنصف قط :1 کاب 
× کی مناسبت سے مساوات(1) کا تفر کر نے یں حاصسل ہہوتا سے 


dy x+1 
)2 مهو[‎ ۵ 


جرک ای یتفر ادات ے۔آ پ بعر رگ کر ر کے ( شال وشن 5.1 9) یبصاوات دائروںل کے خا ندران 
کوطا رک فی ہیں اوراس خان دا کا کم ام ے جوک سا وات (1) دیا یا سب 
“یں اس مساوات ۶ ناما ہے 





O eine 2 + ”ر‎ - 6 

۳ تلف ت ر ں د س کی ک لیم رال ہوتے بل شال کے طو رر 1 = رر + دم 4 = رر ج دم 
9= "رز + ”× ره ( کل 3:4 دیکیے )اس رح سوت (3) مبدا ر 
مرک وا ےمم رکز خا تدا نارادرس کلف نصف قطن - 

مارک ی ا ططر کی تذرقی مساوات مو م کے میں ہے چوک 
رت سیب رسے تن ہو تذرقی مسادات سےمبزہہولی چا گم × 
ءا لی کے فک لاف ہے۔ یہ مساوات کی من ہت سے 
مماوات(3) اتف نکر نے ال موی ےن 

0= ر + با 0 < 1 

جکاوات(3) کے ذ ا ےچ دہے ہو ے م مرک کے نما درا کو ا رل 
دو بارہ تم ز یل مسماوات بو زار ے ہیں 


ر2 + م2 1 





y= 1 + 6 


| 
پیر ممت رز اور کلف رم دنین رن خاندان کے ھب حاصسل ہہوتے ہیں مجح 
(m=], c=0)‏ 723( 


C= 0(‏ ,3ل (m=‏ 3 = ر 
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([> ه م1 < ۱) 1+ × < 1 


(0 <ع ,ا[- (m=‏ بر < رز 


(1-=1,e-=٭)‏ 1ن وض رشلرورکحے) 
ا ضر ء مسماوات(5 سیر ھھے شطومط کے خا نرا کو ظا ہرک ری ہے٤‏ ال جرا رز وب - 

اب ہماری وی ایک تفر مماوات معلو مک نے میں ے جوک خر کر 
خا ندا ن :کے ویر سے من سے۔ اس کے گے ادات اور سے مد ۱ 
ره موی چا کول« اور خانران کے تاف افراد لے ف 1 9 
ے۔ پاات (5) کوج کی مناسبت سے دو پارآفر قکمرنے ہیں × 0 ۶ N‏ 
اگل »وتاب 

dy dy _ 


7 AR =0 ےہک اور‎ 7 
۷۳ ۰ dx 1 


ساوات(6) مسماوات(5) کے رج دسے گے سید تھے خطوط کے نا ندرا ن لوطا مرف ے۔ لدو 
بر بات ڈ ئن ل هک ساوات(3) اور (5) پالت تب ما وات (4) اور(6) کے ال ہیں - 
71 ای کنفرقی سادا تکو ینا ےکا طروتت جک یو ں کے نا ترا نکوظا رک ری سے 


۳۳۵۵۵/0۵۵ from a differential equation that will 
represent a given family of curves) 


(a)‏ اکرو ی موی تحنو ں کا نا نان 1 ایک با مم ہی سےتب ا سک لکی ادات ے طا مرک جالی ے۔ 
0> ( ور TT F(x,‏ 
ال کےطور رما ول ax‏ = یز کا جنران ایک مماوات ے ج کہ 4 = رز : (3::9) 7 کی کیب 


سے نا ہرک باق ہے 
مساوات(1) کا ک‌مناسبت ے تفر کر نے ہیں ایک مماوات اکل ہوٹی سے جس میں 7 ۲ × اور 4 
ارق ین ای 


0( ۲ ,)8 حس تا 


Y 
و‎ 
٦ 
مد‎ 
4 


و 
N‏ 





بو تفر ساوات»(1) اور (2) اوا تڑں بلتم کونار کر نے مھا کل موتا سب 
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F(x,y,»',»")=0‏ (ق 
ev (‏ کا خاندان می را مسر ارہ ( مان ین ہیں تب برا یر کل ایک ادات سے اہر 
کیاجا تا 
sss E(x, y,a,b) = 0‏ 


ہدک برت رر کے مہو سے مماوات (4) کا تفر کر نے مر ہیں ایک مسا وات ینس میں اب 3 , > 4ء دا لورت ہیں 
عائل ہو ےن 

0= (ط وق از ,داع مت گا 
کن وال سے پیرامیٹرز ہ اود رک ار کرن کال سے اور اس لے یں ایک تیسری سادا تک 
ضرورت موی ے۔ بد کی مناسبت سے اس طر کا رشت ماک کر نے کے لیے مساودات(5) کا تفر کر بے ہے 
مماوات عاصل »ول 

(Of... h(x,y,y',y",a,b) =0 


ماوات(5(»)4)اود(6)ست ادرا کوخازر جکر نے ےہ طاو ت ری ساوات مال ہوجالی ے اس طرح 


0 F(x, yJ’, ''ز‎ ( < 0 


ك کے ایک خاندان تفر ساوا تک تیب کل ای ی ےج ےکر ضنوں ۳ 





ماندان کے مطالقی مساوات میں اختباری ستقلو نک تح رار 
شال4: ایک تفر ساوات بنا جوک سنو ں 7 = از کے فانرا ن لوطا رن ال ۸ ایک اخقتاری تقل ے۔ 
رہ »اسب بالات 


J = 6‏ مسمسن(]] 
:د کی مناسبت سے مسادات(1) کا دونو ں طرف تفر کر کے ہیں حاصل موتا سے 
_ 2۳ 
dx‏ 


۱ 0 
مساوات(1) یش +۸ گی نر رن سل کل 2 = ر »وتات 
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dy 
سے رز‎ 0 


وکا ر سےمز اورال لیے بی مو فرق مماوات ے 
ال 5: اک نر ساوات تا چ ےک (ط + asin(x‏ = پر کے نا ترا کو ظاہ کر ہے چہاں ۰« اظباری 


مستل ول - 
یس سس بالات 
(ط + asin(x‏ = پر a‏ 


ب× کی مناسبت سے مساوات(1) کا دونو لططر فک میا فرب ول اکل موتا سے 
dy‏ 





(ط acOS(x+‏ = ۰ تح یت 
2 
MC +b)‏ وت — تب و 
(ء(3)اور(ق) ے اورط ونارگ نے پر میں ها لاب 
dy‏ 
0 = 7 ( وا ا ا ر۴ 
dx ۳‏ ) ( 
چوک رانا ری تلو ںی اور( ےآ زاو ہیں اوران‌طر موف مماوات ے۔ ۳۹ 


شال 6: ایک لفق مساوات بنا2 ج وک ناصول کے غانرا نعکوظاہر 
گرری جاور سکاماسسلہ(1٭80) × گور پراو رع مز مد ہے سے 

0 تم تانق کے ناندا نکی مساو تکو 2( 
کل93 )کے 





۳ 
شل وو 


2 
X 
2 


:د کی مناسبت سے مسماوات(1) کا تفر کر نے میں حاصسل ہہوتا سے 0 کے »2 
7 0 


y‏ ہس 
E 2‏ 
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ب کی مناسبت سے مساوات(2) کا دونو ں طرف تفر کر نے ہیں اکل موتا سے 


/ 
6۰-۳ 





dy ت‎ dy 
e + سر ات | یر‎ =0 
7 ٠ت 7ے ا تم‎ 
ج ور مطل و ضرق مسماوات ے۔‎ 
مشا 7: داْروں کے نما ندا نک یتنفرٹی مسادات نع ج کہ × کو راومپره یر‎ 
۰ و ریت‎ 


2 ان عت دائروں کے خاندا نک ع سے ظا رکیاجا جا ے ج گر × کو رکو 
مره چموری ہے - ماع مه کی خانران کے افخ راکنف مرک پ0 ہا 
یں( شل و مکی )اس لے نادان e‏ کی مساوات ہے 


ك کرو پر سیت 
XxX“ X‏ 
ا 2600 = x + py”‏ 
الم ایک اغختیاری تقل سب کی مناسبت سے مماوات(1) کا دونوں 2 


یکر یلها سل ہوت 3 کل 4و 


تر مت 
dx‏ 
dy‏ 
کے جو ل 
dr " dy‏ ر Os‏ 
dx‏ 
7 رف ہیس کته هلا کل ہوتاے 
اث 
کاٹ رت 
Jy J dy‏ 
dx‏ 
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4 2 ہے 4۲ 
۱ بت 2407+ر ر2 = + خر ےہ 
۲ 7 (2 23۰ =( ر . 

dy 2xy 
ج١.‎ 3007 1 

dx x ر-‎ 


ردو لکد وه خا تدا نکی مطلو رن کی مماوات ے 
شال8: اک ف مسادات بنا یئ جک مکافموںل کے نا تدا نک وخا مک تی ے اور سکیا دا می اہ ے اورکور جو کی 
تست کےہاتتھے۔ 
ل ان او پرد لے ہو مکافول ناندا نطاب رکرتا سے (شکل 9.5 و کے ) اور اي( ,م) دس و2 
ماندان سیک فر دکا ماک ےء جہاںہ ایک انا ری تقل ہے۔اس لی نادان کی مسماوات سے 
DSN J = 4۲‏ 

× کی مناسبت سے مسادات(1) کادوول‌طر فلفر یل اکل موتا سے 

۔ و مہ 
(48) کی تہ رسہاوات (2) سے مسماوات (1) یں ر کے مر “یں حاصسل مو 
ے 


9 2 و س پر 


dy 
2 - کے ور‎ =0 
7ر ر‎ 


٦ 





جوک وی »ول مک نیو ےنا تدا نکی مطلو تفر مماوات ے۔ 


شن 1 وش دی بو نون کے نا ندا نونلا ہرک بو ورف ری ستقلو ںکومار مک کے ای تفر مساوات 


+be™‏ هه در رو رر =a)‏ ر .2 ا 
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 y=e"(a cos + sin x)‏ و y=e*“(a+bx)‏ 4 
6۔ دام ول کے نا ندا نکی ایک مسادات ہنا یے جوو-گوراومپر هب رچمورتی ہے_ 
7- مکانموں کے نا ندا نکیا ایک مسادات بنا ےکا راک مبد ہیر چاو رگو رت حور کے مرا ہے۔ 
8- نا ول کے نا ندا نکی ایک ادات بنایے جم کا مساسسلہ و حور پراورع رز هرهس 
9 زانکدوں کے نما دا نکی ایک ساوات ,نا کا ماسکہ × حور پراورع رز مہ د ہی ے۔ 
0 دائروں کے نا نا نکی ایک مسادات بنا یئ جس کا مز حور براورتصف قط ر3 اکا تال ے۔ 
بیدا درز م نف رقی مسا وا ںکاعا مکل FOE‏ "6 ج 


2 2 2 














dy dy dy 
A +y=0 (B -y=0 6 +1=0 0 
(A) 2 (B) 2 و‎ (0 7 (D) 
2ے زل میس نتفر شاواولک فصو کل ر = رر ے؟‎ 
dy ٥ dy dy 
بر + کے‎ = xX ظ×‎ xy = 
(A) y (B) 5 کو‎ 
dy ۵ں‎ dy - dy 
ارات‎ = +× =0 ۲-٩۹۳ س‎ + ۲ =0 
dx 01 ۱ 9 دق‎ dx 


5 پچ ت تییب» لے در تفر مسماوا نش گمر نے یط کے 


e 
ب‎ ۰ 


(Methods of Solving First order; First Degree Differential Equations) 
ا ںیشن میں پ مکی ترتیبء پیل در ترق مماوانوں کے لکر ےکن ط ربقوں پہ پچ کر بی گے۔‎ 
الک ہونے وا لے تضرول کےا ترق سادا س‎ 3 


(Differential equations with variables separable) 
ایک کی ت تیب ۔ ی در رک یتفرقی ادات ال ططر کی ہوٹی ے‎ 
٭۔‎ ۳ ) 
۱۱ u لہ‎ 
11) ( ار ((::د) :ا کو ()1 8)3 ل شرب کےطور پردکھایا جا تا ےء جہاں (د) ع × کا نقائل ےاور‎ 
وک تفع تب تفرتی مساوات(1) کوا لک ہونے وا لے ری کلک کہا جا تا ہے .تب نفذرتی مسادات(۱) نلاس‎ 
رت‎ 
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0 
h0). £)‏ - ا(0 
اگ ۶0 ۸)y(‏ ےلو تیرو ںکوا لی کر تے ہو ے 2(٤‏ ) کوا سط رجا تما سے 
1 
dq‏ ے 0 
dx‏ (د)ع nO) y=‏ ۱ 
(3 کا دونو ں طر ؤم ل کر ےم با ہیں حاصل ہوتا سے 
1 
dx‏ | ہے dy‏ 7 سس (4) 


اس رح( وی موی ترق مساوا تک کل ا شکل میں مہ کرای ے۔ 
HOGS) + C‏ 


مه 1 ۰ مه میم e‏ یی 
یہاںء H(y)‏ اور G(X)‏ رہ © hO)‏ اور ()8 کے ض رن ہیں او انا ری مستقل__ 
ےہ dy x+1‏ 
۴ و۰ لد مب RSE‏ 7 
ال و: فرق سادات بر _ و سم (2 ۶ ) کا ما مکل معلوم یچ 


او ماب بالات 
dy _ ×+1‏ 
یچ دہ NT‏ 


مساواست(1) لت رو لوا کک سل ما »وتاب 
(x + 1(0‏ = لا( ر-2) 
مساوات(2) دون رف لکرنے مب ہیں حاصل موتا ے 


])٥-ر0 ج‎ + Da 





2 2 
X‏ 
تارب سست- روز 
Jy 2 2 ۱‏ 


x+y” + 2-4 +20 >0 ا(‎ 


با 0-0 +ر4 2+ UR «x+y‏ 0-20 
جوکرصاوات(۱) کاعا لب 
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ها من زد 4 ۲ کر + ا _ 90 ک 
شال 10: ری ادات بر کیا عا مل موم سی _ 
تل: کول ۶0 خ +1 ےا یرو لکوا نے پرء دی ہو ترق مادا توا سط ر کا ہا کا ے_ 


dy dx 
1+ جر بل کر‎ 


ماوت( دون رف لے کے 


۷ م« dy‏ 
سر ۱ ۳ 








1 


tan = tan ۲ 7+ € ۱ 


وک ہمسادات(1) کاعا لب 
۲ بر ۹ 7 
شال 11: ترق ساوانت 247 =“ کنا کل عاوم کے 1= ر و گیا ےچ بک 0> بد ے۔ 
عل: اکر ۶0 ےوک مو تفرق سادات ال ط رز کم چانکقی ہے 

dy 

7 40 < ےہ .ك 

ر )1( 

اوا ت کا دول رم لکرنے با یں ل 


44 -- ۳ 
ہت ظط ۱ 
ار 


1 
ےط ۱ سسمسر2) 
ماوات() تن 1= ۲ اور 0 = × رکه یله سیا ماگل ہہوتاے 
: کت ۱ 1 
اب گان رصاوات(2) بیس رک بل دی موی ترق مساوا تک نا کل ¬ کی طر حوصل 
ہوناے۔ 
مشال 12 مہاوات معلوم نے ج وک تنل ra‏ ے اور کی تفر مماوات 


)2x +1( d× ) ± 0(‏ = بل عدرے 
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ل: وی موی ترق ساوا تکو ال طرں اہ رکیاجا سنا ے 


2 
رہم‎ = 2 + 1 ۳۷ 
X 


dı‏ ( 2 ]ره بل 
مماوات(1) کادونوں طر زم ل کر ےم با یں حاصل موتا سے 
2a‏ +.2([ =[ 
y= x +log|x|+C‏ 
مصاوات(2) دی تفر مساوات کےمستوں کے نادان کے لکونا رک سکن جماری دی خاندان کے 
ماس فر وی سا وات علو مک کا سے وک نظ (1, 1 )سے موک رگ رای سب ای لیے مسماودات (2) شیں اجام 
رک یں 0 مال ہوتاے۔ 
اب ساوات (2) س ع کی راز رھ یں اور ی ی ناوات ۱+ × = ر کی طر کے کل 


و 


کے 
۱ 2 ۲ م2 2 2 ۰ 
ال 13 اتکی مماداتمعلوم مج رفظ( )هبور ری پا کاسلوپ ہج مس یبھی نور 
(,) دی اگاے۔ 

۱ 2 ۹ ے 
و تم ہا ہی کک ها لا لوپ ہے دیا ۱ 

2 

1ے ۱ ۳ ِ ۳۱ 


رو لاک نے پر مسماوات(1) اط راطق سے 
di‏ 

٭ علامسی سیت وج بہت زیادہ کیک دار اور استعال کے تال ہے .بت سے حاب کا نے اور روو پل میں٠‏ جها» تم ب کل 
7 : 


علا تل و اور ہل ےم تام رسک ہیں کج وه عام اعراد ےبد اور وان کوا لیک اند راج کی ط رب متا 2ر نے هم #بت سے لکمرنے میں 
اورزیادہصاف عبارت د ے کے ہیں - 
حوال :ممل او رکیلک و سکا تارف : حصہ 1 غ 172 »ری رڈکورٹیٹءفرسس جون ام ورکوں و یار 
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ےق 
dy = 2x‏ بر as‏ 
مماوات(2) کا دونو ں طرفم کر ےم ہیں حاصل موتا ے 
dx‏ 2 = بر 
ا جر J‏ ۱۳ 
مه 3 
ساوات(3 س 2-2 :3  <‏ رک یں و مال ہواے 
۲ کیا قد رضاواتت(3) میں رکه هم مطاو ری ماوت الط ری اکل ہو ے۔ 
3 1 
5 + = 2 15(3 + 2ر3) = پر 
ثال14: ایک ینک ین ال زر ری شر سالا تست ہا ر مق ہے ۔ کے ونت ٹیس 1000 روپے دو گے ہو جا یں 
تے 
ضا ان کے کی کک وق و7 با زرم دی لہ کے مطا بی 
dP _ |) xP‏ 
dt 100‏ 
..۔ ۶“ 
۱ کر سرت 
ساوات(1) بیشن رو ںکوا ککمر نے بر لها مل ہوتاے 
ap _ dt‏ مدکی 
P 20‏ 
مماوات(2) کا دونو ں طرفم لکرنے میں حاصل موتا ے 
4 
log P=—+C‏ 
FL,‏ 20 08 
0 گے. 20ع = P‏ 
7 ۱ 
۱ 20ے م P=‏ (جال ) = e Ce‏ 


اب ۳-۱000 ے چ بل 0= 
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7 اورم فد ری صاوات(3) یس ر کے بل 0-۱000 اگل وتا ے۔ اس سادا ت (3 )در سے 


P = 00‏ 
ان کل زرو ا کرک سے جال درکار یب 


2000 - 1000620 > £ = 20108, 2 


سوال 1061 میس رای کف رن مساوات کے لے عا مکلمعلوم کے : 





7 [ - 2۴ 7 
(گوگ اي 4 - چا جر رج سج‎ > 2( 
dx 1 + 7 dx 
dy 2 2 
- ۳۹ 1009اج‎ 4. ` sec” xtan y dx + sec” ytan x dy = 0 


۱ d 
5. (e +e” )dy-(e ze (۶0 6 ج‎ 1+ 7(1 + ( 
7 


7 17102 پر‎ dx -xdy=0 کہم‎ 
01 
dy شهج‎ 7 ۳ 2 
9. ل‎ 10. 6 tan ydx + (1—e (566 ydy =0 
x 


1411 سوالول میس برای ی ترق مساوات کے لیے ء ایک نا سک ل معلوم کی ج وک وک ہو مال ںی کرت ے: 


11_ زےر + ہ2 = 1+ ++ + )» ج ہک 0= 
x‏ 
dy‏ 2 
ورے 1:20 <ت (1- 0ج 2-٭× 
dx‏ ۹ 
dy‏ 
x =a(la € RJ) yJ =1 _13‏ 5ء چ بر 0 = × 


0 
14_ 1= پر ytanx;‏ =« ح07 1 


15- اک یکی ساواتمعلوم سی جک نظ (0,0) سے ہوک رگمز ری اور سکیتفرتی مساوات 
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J' =e” 10 7‏ 2 
16۔ فرق ساوات (2 + ر) (2+×) = 7 ند کے یکل معلوم کے ج رک نظ (1-, 1) سے مول رکز رای 
ت 
بر کل کی ادات لوم کے جوک نظ (2-,0) سے وا رگم رای ےہ رد ہوا ےک نی کے کک نظ (ر یہ 
اس ملوپ اور وق کے ق لکا مرب فقس ول کے برار سے۔ 
مھ تھی یبھی نقطہ :ا ایکا سلوپ قطع خیط کے سلو پک دوکنا سب جک نقطہ (3-,4-) سے تلا تال 
(Contal point)‏ کوجوڑتا ےکی کی اوا معلوم کے جب ہک یدیا داس ےک یہ( 2,1-) سے م ورگ رل ے۔ 
9 ای کرد مایا ےکا م ینس میس ہوا ری چاری ہے ایک شرا سے بدل پاے -اکرشرور] میس اک 
ضف قط3 اک یال اور یھی کے بعر ماکان ے۔غپار ہکا ضف قط ر یاو کے بر معلوم کے _ 
20_ ایک بڑیک می ء اصل ڑر فی صد یں سالا نست هر بات کی تز رمعلوم کےا 100 ریپ 10 سال 
یس دو گے ہوجاتے میں )0.6931 = 2 (log,‏ 
ا ایک بڑیک میں اکل زر 5 ص دک شر مالا نہ سے ۶ ر ہا ےد ایس ینک میں 1000 رو ےکی نع کل 
ہے ہ10 ال سی ہو جم ےکی (1.648 - 5) 
ارک ایک شیا ری میس یربنق 1,00,000 ے۔ 2 کمن مس ا نکی تراد 10ف دب سے کت نون 
ا نک 2,00,000 ہو جا ےکی ءاگر مراک یوار شر موجودوتعدادکی مناسبت میں ے۔ 
ہے تفرٹی ماوات ع = کاعا لب 
e” +e” - 6 (B) e +e? =C (A)‏ 


e +e? < (D) e “+e” < (0 (0 


95.2 مت مسر ٤‏ میاوا (Homogeneous differential equations)‏ 
× اور دز کے مندرجرذ یل تاعلات کور کے 


ر3 - ×2 ے (۲ تا و2 + شرے زبر×د) ۳ 
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F(x, yJ) 2 5 ۳ (رز ,)بط‎ < sin x + ۵05 پر‎ 
Xx 


ارم یکی رصن مسق ا ا ار وا ےا س کر ی 
خی رف مستتقلہ ۸ سل اکل ہوتاے۔ 

F (Ax, Ay) = و2 + کین غ۸‎ 2 E (x, y») 

E 0x, Ay) = 2 2x -3(( >7 E(x, ») 

۲ Ax, Ay) = cos و60 - ا‎ 2) - 2° E), (ز‎ 

Jn EN SCE, (Ax, Ay) = sin Ax + cosy PF, (77) 

بہاں م هکرس رشن زو با کو (ر ,)۴ "2 =( ۴۵۵ کیل می کیہ کے ہیں 
ان با کل ششک سکھاجاسکتاِ ی زب لت رت فگاط نے جا تا ے: 

ایی شن ( ۴)٢١‏ کواس ونت ات وکر ی کات س تاش کہا اس سے اکر کی تیم تل .3 سے لیے 
F(x, )= F(x, »)‏ _ 

اویری‌الول ٹیس کم لو فک ر 2 و لک و ب دہ 1 کت اس تال ہیں مان ,۴ ایک 


توس تفع ہے۔ 
م پیک مشالد ہے ہی ںکہ 
2 
x” ٣ = ×2‏ = (بزود) ۲ 
X xX‏ 
2 ی" = 2 + 1 کر < (ز,د) ۲ 
۲ 1 
xh ۵۸‏ > ۵ 2 ار > (بزہد).ط 
X ۷‏ 
6 و = او تج ارے ور 
0 0 
cos) =× h 21‏ = ( و:2) د۳ 
xX‏ 
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ھ2 رگ N J‏ € بجر سے لے 
Ln NE Dm) |‏ 
اس لے بیشن ( ۴١١‏ ایی وگری ایانس شن کر 
ren =g( 2)‏ 
دک ری قفاوت الان ےار (:) ۴ یروک من شن ہے 
اس مکی ایس ساوا لکرنے کے م 


ع 1 
gl =‏ سس( ٣)‏ - گے کت 
ا ك ۳ )1( 
8 ۷۸ = مز رک ون _ 2 
× کی مناسبت سے مساوات(2) کا تفر نکر نے یں اکل موتا ے 
dy dv‏ 
000ر ...........)3( 


2 
ِ گی نر رمساوات(3) سے مسماوات(1) یں کت یلا »وتاب 


dv 
۷ سب رز‎ = ۷ 
3 2)۲( 


۱ ا و 
ا نچ o‏ 


مسماوات(4) ترو لا کک نے بل اکل »وتاب 








dv dx 
03908 e ۹ 
ساوات() کادونوں طرف ملل الما وتا سے‎ 
dv 1 
ہے جا سعمہ(6]‎ 


جب کم رکو ھی سے بد لے ہیں تو مادا ت(6) تذرقی مسادات(1) کاعاعمگل(ابقدائی اع وب ہے۔ 
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۰ و 6 ده ۰ 
ارتا تفر مساوات ي ماج(۳۳ ایک رور ہکا تی س ن کل 
»تب ام X= VY‏ .16و = رھت ہیں او پھر عا مکل ملو م کر نے کے لیے ا یط ںآ کے بل حت یں جا 


دك 
1 





ِ 0 
کراپ یٹ اگ اگ ج | : < ( ,)۲ < ِ یوار 


۰- 7 ۰ 
ال 15 وکیا عفر مساوات 2 + بر > رر اک تال ےاورا ےل کے 
۳ دی ول مساو توا سط رخ ظاہرکیاجا کا ے 


64۷ _ ر2 +-۔ر‎ 
e Sy 


X+2 
Fy) = ا‎ 


مه 





ا رکز کات ررض 
( )۸ 
ان لج (( F(x,‏ صفر در کا یب نکش یب_اس کے دان ہوا ناوات ایک ساوات ے 
قپاول کےطور بر 
ر2 ۰ 
Ww _ 1+ 9 0‏ 
۳ 7 7 مت کت 
بر 


تفر ساوات(2) ی دی[ > کی ہےاوراس لیے سر ری متاس نفائل ہے۔ اس لیے ادات 
(1) ایک فرق مساوات ے۔ الک نے کے ليم 


J = ×‏ رک ہیں۔ ٗتم_  .‏ )3( 
× گی مناسبت ےمہاوات(3) کا تفر کر نے ہیں اکل موتا سے 
رم E‏ 
dx dx‏ 
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20 
ر اور کی تد بی سادا ت (1) یل ر کے ب ہیں حاصل ہوتا ہے 

















dv 1+ 2y 
۷+ × = 
dx 1-۲ 
dv 1+2y 
با 2 = — بر‎ 
dx 1١-ہ‎ 7 
9۷ _ y2 + 1 
1-y 
y-1 ر‎ 
۷ +y +1 X 5 
ساوات(5) دون طرفم ل کے پ میں حاصل موتا سے‎ 
|< - @ 
۷" + ۷1 X 
1 2۷م‎ 4-1-3 
KIA 
2۷ +1 
5. ےت‎ dv = -[0 + 
1 ۔ جا و‎ +1. 8 ٠ 
ل = -|۷+1 + « |ع10-‎ = -log|x|+C, 
2 1 1 rE 
۷+ 1 2 
7 
1 ۰ 3 2 ہے‎ 
«|ون[-‎ ۷+1]. 0 = - 1098|10 
2 3 ۱ 23 3 ۰ء ا8‎ 
اج‎ +v+1|+ یه‎ = n" (| +c ا‎ 


کو سے بد ل کر نے بے یں حاصل ہوتا ہے 


ر را .ا 
1+ =+ امه[ - 
Xx Xx‏ 2 





2 1 
کی تب ان > 0 


۳ 
: 21 + ۲ 
2990 0 1 | 
X X 


3 








1 
و - 
8 2 
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( کہوں؟) 


8 رای 


20+ ا کے tan‏ 213 ا رض + |(y? + xy‏ وم 
3x‏ 


+ 


۲+ مت tan‏ 2/3 - ا( 2« + روز + )|0۵ 


۱ 

7 ۲ 

چ رکف رق مساوات(1) کاعا لب 

,ا ےے 2 ل _ y ۱١۷‏ 7 

شا ل16: وا ےک ری ساوات + اھ و = ہے ایک تال حاورا ےل تج 


و دی تفرقی سادات ا سط سای پاک ے 


2 
اوه‎ 2۱ ۲ 
dy ^ : 


TT dx cos) 
X 


ے :)رم ممادات ہے 


1و )> ycos(‏ 
کل -(ز,)۲ 
ہاں X cos)‏ 


X 


بر ا رتا ےل ہیں حاضصل موتا ے 
ادج ]دمم 


rene] ۸° ]۳ (x, y)] 


F(Ax,Ay) = 


ای طرں ( ۴)٢,‏ ایک صفرورچرکا مس نفائل سے 
ا ےدک ٢و‏ ترق مادا ت ایک اھ مساوات ے۔ 
اس کر کے مم فلل میس 
× = رر رک ہیں۔ 1 
× کمن ست سے مساوات(2) کا تفر کر نے یں کل موتا سے 
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نم 
او اور گی نکر سی صاوات(1) رکه ہیں ما سل »وتاب 


dv 5 ٦:08٥0 +1 


y+) = 
dx COSY 
dv vcosv+1 
× اس‎ ۱ 
dx COSY ۰ 
dv 1 
> ۱ 





2 سس بر 
dx COSY *‏ 


COSY e ا‎ 
۳ ِ 


1 
| و - | < پل 
مس لیے ۳ ۳ ۷ 0ئ 
+log | C | ۱‏ ۷۱ | و10 = ۷ 9108 
sin ۷ = log | Cx | ۱‏ 
کو سے بر کے ہیں حاصل ہوتا ہے 
ات | ها[ in‏ 
٦‏ 
جرک ترق مساوات(۱) کاعا لب 
شال 17: N‏ راون 2y‏ یلاس ہے اورا لک نا شک معلوم ی 
داگیا ےک 0> × سے جب کہ 1= ر سے 


۳ دی ہو ترق ماوت ا سط رس باق ے 
پر- تی 23 _- dx‏ 


(1( 000 dy x 
2ye” 
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مان کے 2 = y)‏ ,)۳ 


2ye» 
a 5 
ےس جک سے (ز۲)۸۵,۸‎ 


[FCD] ۱‏ ےی 
ا دز 


ال طربء ((,×ہ)٢‏ صفرورچرکا متس نفائل ے۔ اس لیے دی موی تفرقی مساوات ایک مالس تفر مساوات 
سا هل لیے ہم فی میس 
تار کی ہیں۔ 





× گی مناسبت سے مسماوات(2) کا اشر نکر نے ہیں اکل موتا سے 


x‏ اور کے کی تدر یں ادات( می کے ب یں خاصل ہوتا ہے 
٠ y‏ 


dv 2۵ -[1 
۷ + سے‎ = ۱ 
dy 26 
dv 2۷ ام‎ -1 
تر‎ 
dy 2e" 
dv _ 1 


٤ dy 26 3 








۱ ےر "26 

۷ 
2 =] 3 
2e" -- و1‎ | y| +C ا‎ 


X 
کو سے بے یی یں ماک وتا ہے‎ « 
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X 


0- بر | و۱0 + دی 2 تین مک( 3 ] 
ساوات(3) ل 0= اور 1= ۲ کت ہب ہیں ما سل »وتاب 


20" + ۱08۱1 |- 0 < C= 2 


C‏ کف رصاوات(3) لد کت یں اکل موتا سے 


2e” + عم‎ | «2 


کرد بو ترق سادا تکا خا گل ے 


7 ۰ 2 
شال 18: "وکا تی نون کی لی جس کے لے ماس کا سلو ی بھی ات ((:) ہے سے 


دم ۓ 7= سے 
ا d‏ 
تم اس بل کی کی نظ پا کا سلوپ کے 


dy x+y 
E بوریی‎ 














dx 2xy 
2 
Jy 
3 E 
مسا نت‎ dx 7 2 ا‎ 
X 
صا ف طور (1) ایتا سآفرق مساوات ے۔ ا ےک لک کے لتم ذیل میس‎ 
0ۃ = ہر رک ہیں۔‎ 
و اوی سے × = ر کا تفر کر نے بے یں اکل ہوتاے۔‎ 
dx dx 
dv 1+. 
1 + سس‎ ۱ 
dx 21 ۳ 
9۷٢ _ ۳ ۱ 
dx 2v 
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2 


2 رای 











2y qx 
fv < — 
1-۷" 2 
2y dx 
d= - سب‎ 
۷-1 Xx 
2y 1 
اس لیے | -- ۲ا‎ 


۱08۷ -1]-102|*|+ ۱086۱ | 
log|(” 1) 6۱08۱6۲ | 

vv DR 

کو سد کے ل کر ے یل حاصل ہوتا ہے 
رن < ۲ ۱ سی 

Xx (= ± o‏ ر( 


CEA‏ = (کر - ۶2ن FR‏ ےد د 


١‏ :رای سوال میں دکھا یکروک و تفر مساوات ہکم سے اور رای یکوک کے 


سل 
لد -ا 3 (x7 + xy) dy = (x7 + yJ dx‏ 
Xx‏ 
(xy) dy - (x + y) dx =0 4 (x yp”) dx + 2xy dy =0‏ 
py” dx‏ + رل مل[ xdy—y‏ .6 ود + ری کے تب 
ور 
الج (۹٥۹‏ - )را اڑج )و( )نم 
XxX‏ 
y‏ وم dy‏ 
y d+ xlog( Jay - 2x dy =0‏ .9 0=( ]هسب ره 
dx Xx 7‏ 


) 1 e 
3ا 7ک‎ dy=0 
۷ 
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011 سوال یں برای تفر قی مماوات کے لے تصو عل معلوم کے جوک ری موی حال تون نکرتا سب 
در 21 ۲ ےل ڑے (x + y)dy + )- (۵ =0 <x‏ 
در 21 ۲ چ یک 1= x* dy + (xy + «۶ (۵۲ = 0 “XxX‏ 


5پ کے پر ےا ۲-1 ؛ ربهر( )ند 
۳ ۳ 


4ے ۷<« چک 1= ×؛ 0 ]مدوب % 
dx Xx X‏ 


۹ 
5 722 بر گت 391 0= 27 - ”ر + ر2 


۔ ایت تفر ساوات [ یل مدیم بد لکول کبک 
(CJ = vy D) x=»‏ در (A) << (B) Y=‏ 
7- فب س اون ی ایک چ ترق ادات ے؟ 
(A) (4x+6y+5) dy - (3y+2x+4) dx =0‏ 
(B) (xy) dx (x + )dy =0‏ 
(C) (x 7F2y7) dx + 2xy dy =0‏ 
(dy =0‏ ”ر - (DINE A+ (x7 - xy‏ 


(Binear differential equations) 1 یم ی صیاوا‎ 9.5.3 


اب تفر ساوات 

و - رم + 
یشک لی جہاں ٥‏ اور مستقلہ ہیں باصرف :د کے تفال بل ایک مکی تیب کی ترق سادا کہا نب بی تیب 
یتفر مساوا تک ال برس 

+= SIn ۲ 
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dy 
ابدست‎ =| py - (6 
dx “x 
ید‎ 
dx ۱201082 2 Xx 
ایک دوس ت تیب وای تفر ادات ا شک لکی ے‎ 
4 


- +P x= 
ء۸۰۲۶م‎ 


چہاں ا اور ,0 تغل ہیں یا صرف ر ےتال ہیں۔اس ططر یتفر مادا تک بل می ہیں۔ 


dx 
سس‎ + X= COSY 





dy 
dx 2 _ ze” 
dy y 
کی ت تیب وای یتفر مادا تک لک نے کے لے وکا یک کی سے‎ 
dy 
سس‎ © + py = 
(1( e Q 
ES 8)( مسادات(1) آوروول‌طر ف اہک :کے فا کل حضرب یہ مان کے دہ‎ 
4 

O)... اج‎ + P.(g(x)y = Q.g(%) 


کوا ں لر چنے کہ ۸.1-8 ()ج. و کان بن جائے 


ی [(د) ع.ر[ > بر g(x) + P.g)x)‏ 


800 +P.) با )و رو‎ 
qx dx 


P.g(x)= g(x) 
p4 )*( 
2 )( * 


کی متا سیت سے دوڈوں طرف یم ل کے میں کل ہوتا ے 


[Pa - ۳ dx 
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|2۰ ((د)ئاوہا-‎ | 
۲ dx 


ےہ 


8)( < ۵ 

مت ی ان (0)ع ےر بکرنے »5 1.13 × اور بر کے ت کلک تن ہوجالی 
سے ینا 0 = )8 وی مون لٹ ی ساداس کل مل ار نے والا امج زا ےر ی (1.۳) لاح ہے 
(20 نر رساوات(2) یں ر کت میں عا »وتات 


7 jP a 9۷ تا ود‎ Pa 
dx 
d [Pax [Pax 
ye - % ا‎ 
ب کی متا ہت سے دولا یم کیل اس بین یں حاکن ہوا سے‎ 
ye [Par _ flo. 7ئ‎ 
ا ہے ۳۶ .10 چم‎ 
جوکننفرٹی مادا تکاعا ملس‎ 
کی تر جیب وای یتر ق سادا تاو لکرنے میں کے اف امات‎ 


(Steps involved to solve first order linear differential equation) 
وک مون ترق اوا تو 0 = و۳ + 7 کی کل بت بال ۵ تقل ہیں با مرف × کے‎ 0 
شال ں_‎ 
ن شس لکرنے الاجا ےرل( علوم کے ٭ ی سے ترا‎ 
ان دی ہوئتفرقی مساواتکاعل الط رس‎ 


y(LF)= | )۵< ۱۳(۵۲+ 6 


ا لے 
اکر چ لی تیب یتفر مساوات :6۵ = ۱ رو کمک ہے جہاں بنا اور () مستقلہ ہیں یا عرف کے 
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تشن یب ٥‏ 1 ےاورتتری مماوا تکاکل اس سد گیا ے 


۴+ ہ(1.8× x. (LF) = |(Q,‏ 
شال ‌وو: رل مماوات 5 = بے کیا ما مکل معلوم بے 


0 ری موی فرق مساوات اہ کی سے 
dy‏ 
dx‏ 


کر ےھ -.] 


مم 


+ ۳ - ۵ 





؛ چال ۰-1 - ط اور 0052 < Q‏ ے 


مماوا تآوووو لطرف ۲ است‌ضرب بل عا سل »وتاب 
_ 


e > YE COSX 
(ye*)=e 605 با‎ 
کی متا سیت سے دونو ں طر فان لک تال موتا سے‎ 
1 ye” - "و‎ cosx dx + C 


I= | 2 * cosx dx ان کے‎ 





×ل (+ E ۱ ۶ | sin x») (~e‏ س 
Ee” - [sin e” dx‏ 096 = 
de |‏ (اء۔) دوم | 2( Ee ” — sin xe‏ رووں۔ = 


= -cosxe * +sinxe * - | دومع‎ e * dx 


I=-e *cos x+sin xe * - 


و 


XxX 


21 = (sin x—cos ( ے‎ 


cc 
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_ (sinx —cosx)e 7 


٣ ۱‏ 
1 کی نرہ مماوات(1) کته باعل اکل وتا ے 


ہ۔_ ۴۱ول - 7 ت81 
سم( هه 


2 


ا Ce”‏ + 7 
دی ہو یتفرقی مسماوا تکاعام٥ل‏ ے 
d aN 7‏ 
ما ل20: لرن ماوات (x۶0)‏ تح ر2 + د اما مکل معلو م کے 
7 وک ہو ترق ادات ے 
dy 2‏ 
- گر ات ہے 
۲ < ۲ ۵ (1( 


مساوات(1) کودوٹو ںطرف :رہ کے ہیں مال تا سے 


9 2 
dx Xx 


چوک ٥ = Q‏ + کیلک یف تی سادات ے جبال = ۳ اور ٭ =0 ہے 


1 


— 


ye = 


مل 


2 
اں لے ہے ودای ے ٥٥٥ا‏ 2ے _ ہت ۷4 )مر = 7 


اس لیے ء دی بو مساوا تک کل اس ےد گیا ے 
0 + ند | C=‏ + بر (ضر) ه) | -< و 


y= + ا‎ 


جرک دی بو تفر مساوا تکاعا مکل ے۔ 
مشال21: تفرٹی مساوات 0 = dx - (x + 2y” ( dy‏ از کا ما مک علوم نے _ 
عل: دیول تفر مماوات ا طط رک باق ے 
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و 


dy y 
1 » رز و رز ما‎ (۲ 
ی = ریم کی کی تفر ساوات جہاں <= ۱ اور 27 = ,۵ یں۔ اس لیے‎ 
| 


g8 ۱‏ ے اعد مخ ۳ ] 


٢ 
ال لے دی موی تفر مادا تک گل سے‎ 
+= ])2«( 6 dy +۴ 
ل‎ y 
< - (۲ ۱ 
J 


2 = 2y +€ ۱ 
/ 


ا رن + گرر2 < x‏ 
جرک وی ہو یتفر مسماوا تکاعا لت 
شال 22: ری ہو یتذرٹی مساوا تک خا کل معلوم کي 


2 


x cot x (x#0)‏ + :2 ->ڈر ۵۷ر 
ے ا1 
3 یاج بکر = اب 


کل یو مساوات - ۳۷ + لک ایک میتی ادات سے جہاں ۶ء - ٣‏ اور 
ےا ایا 

پر gin‏ —*" ٤٥ا‏ 0 ۳ 6> - ۳.] 
اس لیے نفذرٹی سادا تلالد گیا ے 


X= [2x + x” cot x) sin x dx + C‏ 510 . لز 


ysin x= ]2 sin x dx + jx“ cos x dx + C 
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. 2× 2 

yJ 10ہ‎ X= اہ - ےر‎ 2 dx + ٢ COSX dx + C 
2 7 

y sin x = x? sin x — ] cosx dx + fx? cosx dx + C ا‎ 

ysin x= کر‎ sin x+C 


ساوات(1) یں 0 = ¥ اور 0 ر کے ر ہیں اکل موتا سے 


2 
+ هن =0 
2 2 


2 


4ë ۱ 


e 


4 
> کک قد رساواات(1) لد که ہیں اکل موتا ے 
2 





۲ رن‎ 
۲ 91۳1 ۲ = ۲ SS BET 


2 
1 


4 19 x 





سر ر 


)511 x # 0( ۱ 


کدی موی ترق مساوا کا نا لس 

شالد3: ٠‏ ادات معلوم کے نتر (0,۱) <1 ری سار u HEA‏ ما یک لوپ 
مت بش اور و رج کی کے بانج سے 

عل: م جات ہی ںک یما سکاشنی سلوپ شکچ 


dy 
کر جا کو و سے‎ ¢ ۱ 
۹ سي ر‎ 


dy 5 
es 7 Xy = 2 ا‎ 


ہے 0< ۳۲+ می تفر ادات ہے چہاں += = اور < 0ب 


ال 2ع 0 = I.F‏ 


مب 


ای لیے ء مساوا تکالال-تد اگیا ب 
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a ye 2 2 6 ما‎ | +۴ 


2 


ان گے ۵ نے )| 1 


2 
ا یج 1= ہے جب ا = م .)ا 91- = x dx‏ سے 


ال جو e‏ 
1 گیا نل رغماوات(2) بیس ر کے پر یی ا تل ہوتاے 


2 
007 


Je 2 TTS 
CT ۷ 0ص6‎ 
اب(3) نی کے اترا کی اوا تکوظا کر سانجا ری دی نان کے ایک اع شب رکومعلو مک ےکی‎ 
سے ج کہ (0,1) سے ورگ رد ہے 0 = × اور 1< ۲ مسیاودات(3) ٹیس کے بل اکل موتا سے‎ 
0-2 1+0-۔>1)‎ 


ا گیا ند رمساوت(3) بیس کن ہیں ما سمل »وتاب 


و 


1+22(- سو 


جرک یکی مطاوبسماوات ے۔ 


دہ ہہوئے سوال 12۴1 یس ریب تفر ادات کے لیے عا مکل علوم کے _ 


34 ۱ 8 : 
1. O 12y = sin x 2 ےر و تک‎ 1 


dx ` ¢ 0 2 Xx 


0 
4. % + ود‎ = tanı (0<+ <| 5. co? x+y = اگ > >0 ]دو‎ 
dx 2 dx 2 


ٹکٹ 7 log x‏ ا ظط 3 
0 0 


2 
ر+ ےہ‎ - -0 ۶ 
Xx x 
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8 (1+ x”) بل‎ + 2xy dx = cot x dx (x ۶ 0( 


سم .10 )#0 ) اح ےط .9 
dx dx‏ 








qj 
11. yd +(x— yp”) dy =0 2 +37 (= ر‎ )<0( 
سوال 1513 یس برای ی ترق مساوات کے لیے ایک نا یل معلوم کی ج وک وی بو شرا یکر ے:‎ 
یہ‎ MG oa 
09ے‎ dx 
21 1 

وڈ سے بور2 +( + 1)؛ 0= ر چیک 1= × 

۰ dx 1+ xX 





۱ 4 
15 ۶ 2 وه x‏ امن برد- لاک 22 بزچریل گےم 
 * dx‏ 2 


16- ایک کیک مسماوات حاو م کے ج وک مره سے وکر رر پاسب» دیا ہوا ےکک ما کا سلوپ بھی نقط 
(x,y)‏ برقط صا ت حالس یراب سے۔ 

7۔ ایی کی مسماوات معلوم کي چک وط (6,2) مھ ہوک رای ےہ ہدیا ہوا ےک نی ےکی کی خقظہ بر 
شا تکا ل ع اس کن سک پرا ی کے سلوپ (Magnit NSU:‏ ے5زیا سے 

8 آفرق صاوارت 27 = رلک کل نے والا ج ا ے ض بی سے 


۱ 1 
(A) e” (B) €” ۲ 2 (D) x 


س dx‏ ۱ 
9۔ 7س 0“ .ٗ00 نس لک نے والا از ا ے ضر سے 
1 1 1 1 
رو - 1 [0 Sy‏ 2-1 رظ محے (۸) 
تفر شا 
شال 24: صر ان س ےک شل Cı 6 e“ cos bx+c» e“ sin bx‏ اور 9 اعناری سل ہیں 


ہی هه 2 
رل ساوات 0 = ر ( 2 + تم) + لج 27 کالب 
dx‏ :01 
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و دیا موا شل ے 
 < ۵۳ [c cosbx +c, sin bx]‏ وی نع( | | 


ب× کی مناسبت سے مسادات(1) کا دونو ں طرف تفر مر نے میں اکل موتا سے 


۳ = “ع‎ 6 sin bx + 7 cos bx| + ٥ cos و + ×ط‎ sIn bx| e” a 
x 


۱ [×ط/۱8:()ءط - [(bc, + ac, Jcosbx + (ac,‏ 6۳ < ۳3 یی 


× کی مناسبت سے مسادات(2) کادوفوںل طرف تفر نکر نے پر بیس حاصسل موتا سے 
dy‏ 


= e“[(bc, +ac,) (-bsin bx) + (ac, bc; ) (bcos Dx )] 


+[(bc, + ace,) cosbx + (acy — bc, ) sin bx] e“ .a 
= ٣ ره “م)]‎ -2abc, - b€, ) sin bx + (a 6 *2abic, — 9 ( cos bx] 
دی موی ترق مساوات یل نک « ۳ اور ی قر ی ر کے سل اکل موتا سے‎ 
L.H.S = e“ [a 6-2606 ~b c,)sinbx+ (ac, + 2abc, —~b“c, Jcos bx | 
- 2005 [(bc, +ac, Jcos bx + (ac, — bc, Jsin DX ] 
+ (a + که(‎ [c, cosbx + ہے‎ sin bx] 
_ 200 = bc, -2a“ رت‎ +2abc, + ہو‎ + bc )sin bx 
AG مھ - ناه بطق‎ -2abc, - 2 + 96+ 90 Jcosbx 
=e“[O0xsin bx + 0x<cosbx]=e* ×0 0ھ‎ =R.H.S 
اسر د موا اگل٤ وی بو لفق ساواتکا لت‎ 
شال 25: دور ےرت بش دام ول > انا نکی اا ن ارات ا ےل فور ںا ورک‎ 
)-4:9( ٍ کل مان ےب دوسرے رٹ ٹیش دانروں کے نا ندا نعکو ا کر او رش ورو ںوچو ری سے۔ مان‎ 
اس نانران (زدیکھیشکل 6 9) کے ا یکیبر کے مک کات ہیں۔‎ 
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جما وات حاتران طابر ریت وہ ے: ۷ 


e (x + a)” + (py ¬ (۴ = @ٌ 






e x + رز‎ + 2x - 200+ ڈو‎ = 0 


۹ 
× کی مناسبت سے مساوات(2) کا وولو ں طرف تفر کر ے یں کل 


ہے 9.6 
ہے سو مت ٣‏ 
dx dx‏ فل 
9.6 
0 ےپ - رر 
dx dx‏ 
| ۲ کہ 
اج 


a‏ گی قد رصاوات(1) ر کے یلها لے 


2 2 2 
f +4 ۱‏ ۹ ۴ 8 
لد | | لت هر + | یک 
y-1‏ 1- ٹس y-1‏ 


ا f =[(x+yy f‏ بر ر- برع yy Oy‏ امج“ ود] 
ا +[x+ yv] =[(x+yy‏ بر (x+y)‏ 

(+ [0) += [x+yy] ا‎ 

جوکردییت مو کے دامر وں کے خان دا نوا رک کی موی ترق مہاوات ے 


ها مر سرت d‏ 
ال26 : تفر ساوات ر4 + ×3 = ا ید کا زا س تل معلوم چ ج بک دیا ہوا کر 0 >۷ سے جب 


( ے_ 


عمل: وی وتف مادا تکوااس ططر حکھھا جا اسب 
(تر4+عتاےى dy‏ 
dx‏ 
d 3% 4y‏ 
جج ای ے as‏ 


)و 


2020-1 


454 ری 


رو ںکوا کک نے بے ہیں اکل ہوا سے 








7 _ سے‎ dx 
۳ 

33 ک و 

۳ dy = ۳ dx اں لے‎ 
پر4-‎ 3X 

€” _6٤ م‎ 
-4 2 با‎ 
e 4e*+3e€™ +12 0-0 ا‎ 


0 = د اور 0 = ل کومسماوات(2) لد کت اکل »وتاب 
0-0 12+ 4+3 ا 

0 کید رساواات(2)ر کے برعا لاب 
1۲-7-0 می 

جوک وی موف ادا تک اگل ے۔ 

شال 27: تفر ساوا تلل کے 


(x dy -y dx) y ر)- ]هه‎ dx + xX dy) x cos) 
۳۹ Xx 


کل: وی ہوٹیتذرقی سادا ت کا سط ر ناسنا 


E2 ای ھت‎ 2) dy = ۳ کرد + | هه‎ sih 2) dx 
1 X X 
dy کرد + )ده‎ sin 


۱ بگاائاے__ ے__ ڪڪ 
cos)‏ وت 2 01 7 
Xx‏ 


58 ھی ںشارکنندداورن نا اکر ر ے کے ںا کل »وتاب 
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2 
7 “eos + 2 sin 2) 


dx sin (>) 5 cos)‏ ہس ست 
X X ۷‏ 


4[ ہے مل ٭+٭ 
ماف لور ساوات(). | - © یکل کی »متفر مساوات ے۔ 
ال کے ندرج لش 

2 = ل یس رک ہیں ی 


۱ 
1 
کے 
سا۔ 
مج 
۱ 
و 


2 > 
dv vCOSV+VSINV 


۲ ۹ رح و J+‏ ۱ ا ٠‏ 
وم dx  vSinv—‏ ((1)اور(2) کا ستعا لک نے پر) 
dv 2v ٦‏ 
SS TTT‏ ہا با 
dx vSINYV— COSY‏ 
f‏ اہ تی 
1 


60٦ 


اس لیے 


1 1 
| tan ۷ dv j~ dv 2ھ‎ ax 


ےچ 


)و 


loglsecvl-log|v|= 2102 |x| +log | C, | 


SCC VY 


2 
VX 





و 


log | > 10۵ |6۱ 








801 


2 در ںہ 
۷ 


ماك رن و ِ سے بد لیے بل ها سل موتا سے 


ظ UR‏ ,0+ ۔ 0 سے 
XA‏ 


با 30 < 





- 0 
)×) 
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با دہ- )0(2 

چوک وی موی ترق مساواتکاعا ملس 

مثال28: شرق ساوات 2(4 +1) = وے(× - ر ' هها) کول کے _ 
عیل: وی مو تفر سادا ت ا سط ر رجآ پاک سے 


dx XxX tan y 








a I 2 
dy 1+y 1+ 


yT 
اب( :202 :۱۰ + بر کمک ترق مسادات ہے‎ 


1 


جمال» 2 


برا tan‏ 
Ps‏ سس سے 





1 
ال سے مرو جر] 
ال‌طررح»دی ہوٹ یتفرقی ساوات کال 


6 + ری ع ۱ 





ہا سے کس 


2 )ا ۔ 


1> بر ہا ر کے رک d1‏ =3 ٣ج‏ ہو “یں حاصل »وتاب 


اع کے 2 اع جج 


)1-1( €= مج ۷ج من و . 1[ - |1۶١) >1 e‏ - ] 


إ. y-1)‏ "وج سای < [ 
1 کی نر رساوات(2) لد کته یں اکل موتا ے 


5 1 ت 
0+ ([- را ومع د هام - ۲ x.”‏ 


دای 4 (ian y=‏ << 
جرک وی ہوٹینفرتی مماوا تکاعامگل ے۔ 
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اب ول رن شن 
ا ل ںی ن ین سادات لے ال نک تیب اوو ام کا یں 


7 ج2 
طل < 7+ [ 4/2 آ2 (ii)‏ 108 < بز6 - | )ی ۶۷ )1( 
A‏ 





dxُ dx dx 
7آ‎ Ay 
(iii) 7 n) (=0 
ھل ںاد یگئی را شن کے لی عابت سی ےک وی ہوکش ( ری صر )نظ یتذرقی مماوا تک سب‎ 7 
2 
(م‎ y=ae+be* +x ہے‎ Ja _ xy + اسان کر‎ 
کر‎ dx 
ii) y=e" (a cos x + ط‎ sin xX) SRN $0 
dx dx 
o 0 
(ii) J = x SIn 3 : تر‎ |۲ 60093 = 0 
(1V) x =2y لے ناتپک : پر چما‎ - =0 
dx 
اک طرق ساوات بناۓ ج ےکر کنوں تو > ”ر2 + ۳( -) کی ی لونلا مرف ےه جہاں » ایک‎ 3 
انار ی لہ ے۔_‎ 
بت کے کے *( ر + تدم = ر ند تفر رماوا ( ر ×3 کے خ٠ = ۵۲( ×3 - )بک‎ 4 
ایک عا مکل ےج اں 6 ایک را میٹرے۔‎ 


5ے ی ربج دائروں کے شترا نکی ای کتفرقی ادات بنا جع ج وش گوروچهورایا سب - 
در ly‏ 
6 تفر صاوات 0- ف گے تام تلم تج 


7 وا هرق ماوت 0ے 222۳1 + ما (رودد — بر در -1) هر (1+ بر + ) 


X 





ےد یاچ جهال ۸ ایک پچرامیٹرہے۔ 
8 نی کی سوات معلوم کے ج وک ات ج0 سے ہوک رگزر ردی سے اور ملک تفر مماوات 
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9 


10پ 


لت 


2 


3پ 


4۔-۔ 


5ے 


0 


7ے 


«< 51۳ x cos y dx + cos x Sin y dy =0 


ترق مماوات 0 = 4 جح ( ر + 1) + وہ( “ع + 1) کا سک معلوم کے وإ گیا کر 1= بد سے 


پگ ۳۷ چا ۱ 

تفر ساوات ضا بر + 7 d=‏ 7ے بر کول ہے۔ 

ترق ساوات رك - ۲ = («ه + ے) (ر - د) کا خصو عل معلوم چیہ دیا ہوا ےک اس ر ے 
چ ہک 0= × ے(اشارو: 1= ۲ رکے ) 


NX ۰‏ 
نرق سارت (0 )1 - ا کیلک 





یہ ٭٭ 71 ٠‏ سے 

ری میاواری )0 # COL = 4% 0096 X (x‏ + کا ای یصو س علمحاوم عي وا کیا سے 
ے ہبہ را 

.و ۹ 9 ے 

ترق ماوارت 1- 7ع 2 = + کا ای صو عل معلوم یي دیاگیا ےک 0= ل ج بک 
(0 ے_ 

ای کاو ں کی آپادی اس شرب سے لگا جار بے دای سے جس لسدت سے اس کے راخ والول کی تخراد بذم ری 


ار 1999 کا و ں ک٦‏ با دی 20,000 ی اورا ل2004 25,000 ی2009 گا و نی اوک 
کیا موی ؟ 


رل سادات 0- 2>2 ھا ئل ہے 
(D)‏ << ) 0 < جا 2 (A)‏ 
0> ۴۶۴| کمک تفر مساواتکاعا مل ہے 
+ رون | * "مرو ee‏ 


e‏ "مرها - هر رن 
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(O "ی‎ ٩ - (oe * [ بر‎ 6 
ا ما مد رن‎ + 
ن) + رل “ع کاعامل سے‎ e + 2( 4-0 تفر صاوات‎ -8 
(A) xe” + بر‎ =C (B) xe” + py“ =C 
O Jet <C و)‎ JE + 0 


غلا صے (Summary)‏ 


جاع ری ایک صاوات جس میں نیشن شالت غی رماع ر( مرول )کو م رظ رر کے ہو ایک 
تفر ساوا ت ہلا ی سے۔ 

ایی تن مساوا تک تیب اس می ور شی ایک تیب ے۔ 

ایی تر سادا تک درا رع وا نک ا گیا ےکی ہا ن می لیر مساوات ہے۔ 

اب ک نر صیاوا کا ور (امعرف رب سے زبادودثوت وا ی سے(صرف شتی اعرا کے 
له )ال ,و 88 4+ + + + ++ 

ایک تال جودی ہو مماوا تکوم یکرت ےا لک ابلا تا ےو تل جوا تے بی انا ری تلم 
رکا ےی ک فرق مساوا تک تر تیب ایک عا کل ابا اج اور انیا رک ستل سره »ناش 
لبلاتا_ 

ایک د ہے »هافر مساو تآو بنا نے کے ےکم تنا لکا تفر انی اکر ے ہیں جن 
رج ہو تشن س اف ری سلو ںکی تعدادہوٹی ےاو رب راغظنیاری سلو ںونار کرو ریت ہیں- 
روا کک ےکا ط ربت اس طر کی مادا تکوک ل کے می ںکیا جانا سے جن می تال طرح 
سے ال ککیا جا کے ن و ہا رکا جن میں مز غا ل ہہ کے سار ے اور جن ارکان سد شای سے 


جوز کےسا کرد 
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۰ 


تر d‏ ي . 
ایی آفرق مساوات سے (:0) ۶ < پا ( 662 ر مس فا کیا جا کے جہاں زر )اور 


6ے عفر درج کے متا سنا کل ہیں ایک تا ستفرقی سادا تابلا تی ے۔ 
0 & هه یا 07 
مساوانت» چہاں طاور ن تقل ہیں پا صرف ہر کش ہیں 
ایک پیلے دج یتفر ق سادا تباب 


2 20 کے اورا 5 (History Note)‏ 
ساس مض برابی زپول یس ے ای یتفر مادا ت کا ہے۔ یہ بہت دیپ بات ےک ترق مساوا تکی 


ا 1 1 ور 1675 لے شا 2 یھ و کت لسلست 
)1646-1716( Leibnitzۓ‏ ل و = ۳٢ dy‏ وکا اورسفیر تن رکھاء اور چہاں ے وولوں 
ات[ اور ون کا تیا رف گرا یقت ں22 ںای ستل کے ےی لمعاو مر نے کر رن 
:نا امیا تھا ال نے اے 1619 نیو ںکوا کبس بایدر یس رما کی ۔ابک سال بحر 
اس نے بط در کی و۳ شی اوا کار ی یال کے1 کے بب تکھوڑے وقنت ا 
دبک نتفر مادا تالک نے ربکا نے دوبک بات ام 
صرف ایک یآ دی ند تا تفر ساوک یش کےاندرص لیب 065 ل سے انور- 
پان زان می ناف ادا کال کے ہیں :ا سکاب فی مساوات ک ےکم کے ور تارف 
HL sl ٦٣‏ کا سمال لے 
جوزف لو سٹیر oseph Louis E‏ 1813 - 736 1 تھاء ج رق مسیاوات 
u‏ ےر ییا سوسال بع رتھا۔ ہے جس یر کی لوان کر )1912 - 1854( Jules Henri Poincare‏ 
جلف لک زوردار وکال کی اوراس طط رح اقا لک یراتا کی می اتی قائل وق جر کی یر 
٢‏ ت ر ام جس ۰ 00 بیان جل +؛+ ٠ Mo‏ 
(1748 کے نام سک سار اسے۔ 
جریا متلوں کے استمال کی فو رک یاگیا تھا۔ ہے برجن نوی تھا جس نےتفرتی مسماواتو لکی بت 
فط تلور نکیا۔اس نے 20 ی 1715 میس ینوک کی دور ترق مساو ال کے کا زک رکیاتھا۔ 
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